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5. Analiza in frecventa

Raspunsul unui sistem la o intrare armonicd (componenta permanenta)
este :

v, (t)=H(jw)- e/ = (|H(]C())| /e (jo) ) Lol = (A(a))e./(ﬂ(w) ) el = A(a))e./(wtﬂﬂ(w))
unde atenuarea raspunsului la frecventa este
A(w) = |H(jo)| = |Re* (@) + Im* ()

iar faza raspunsului la frecventa sistemului
Im(w)

Re(w)

o(w) =arg H(jw) = arctg

Reprezentarea in frecventa (pulsatie) a functiei de transfer se poate
realiza prin reprezentarea dependentei numadrului complex H(jw) de o
pentru o e(—x, ©) sau w<[0, »)

H(jo)=Re(w)+ jIm(w) =U(w)+ jV (o)

Analiza in frecventd a unui sistem constd in studiul regimului
permanent al marimii de iesire la o intrare armonica de amplitudine
constanta si pulsatie (frecventa) variabila.

5.1. Locul de transfer

Locul de tranfer (hodograful sau locul lui Nyquist) este o reprezentare

de tipul coordonatelor polare intr-un plan ce are drept axe Re H(s), Im H(s).

Reprezentarea analitica a locului de transfer este privitd ca o

transformare conforma a unui contur din planul s denumit contur Nyquist.
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Conturul Nyquist este un contur inchis cu urmatoarele proprietati:

- portiunea sa principald este pe axa imaginara s = jo

- eventuali poli pe care H(s) i1 are pe axa imaginarad sunt inconjurati
sau evitati cu semicercuri de razd « mic (R—0) situati in
semiplanul drept

- inchiderea conturului Nyquist se face printr-un semicerc de raza «

mare (R - «) ce cuprinde intreg semiplanul drept al planului s.

jo planul s .
S=0+jo A planul
Im H(je) H(jw)
Lo > -
]
. H(jo
s, =—jo, | (J )|

Constructia detatiatd a locului de transfer revine la transformarea
urmatoarelor portiuni :
1) axa imaginara
2) semicercul ce inconjoara originea
3) semicercurile ce inconjoara polii pur imaginari ai lui H(s) daca acestia
existd

4) semicercul de raza infinita
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Trasarea efectiva a locului de transfer se face pentru domeniul

we[», 0), pentru domeniul o< (-», 0) ludndu-se simetricul curbei fata

de axa reala deorece se poate demonstra ca:
U(w)=U(-o)
V(w)=-V(-0)
Se considera functia de transfer sub forma:

K r(s) K (+bs+..+b,s")

= eZ, keR, si r(0)=p(0)=1
s p(s) s (I+as+..+a,;s") 1 ©)=p(0)

H(s)=

si urmatoarele notatii:
K factorul de amplificare
g tipul functiei de transfer
e excesul polilor fatd de zerouri
e=grd[p(s)] - grd[r(s)]
Dupa cum se va vedea ( intereseza comportarea la joasa frecventa a

sistemului iar € comportarea la inaltd frecventa.
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e Comportarea in joasa frecventa ( @ — 0)

K (+bs+..+b,s") _K

q n - q
st (I+as+..+a,s")) s

H(s)

s—0

s—0

Pentru ¢ >1 se face o dezvoltare in serie taylor in jurul punctului de zero:
H _ K 2 q g+l
(S)—S—q° Cotos+e, s +...+c, s+, 5T+

comportarea locului in jurul lui s — 0 este data de relatia

C C
=KX+ 4+ . . +¢
s—0 Sq gq-1 q

H(s)

S

s—0

deoarece in jurul lui s=0 nu mai conteaza termenii de la un rang mai mare decat q.

Comportarea locului in jurul o — 0(0+) este data de relatia

H(jo)=K| 22—+t e, |=U(0)+ jV (o)
(o) (jo)
ce ne permite, prin eleminarea lui @ intre U 1 V sa determine ecuatia asimptotei catre
care tinde locul de transfer cand o — 0

a) Dacd ¢ =0 atunci H (jo)=K ¢, >0 si
H(jo)=U(w)+jV(0)= U(w)=K-¢; V(0)=0,
asimptota este o dreapta paraleld cu axa imaginarad ;

b) Daca ¢ =1 atunci

H(jo)=K-¢-jL=U(a)+jV(0)> Ulw)=K-c; V(eo)=-=2
[ [
asimptota este o dreapta
c) Dacad ¢ =2 atunci
. C .C . C C
H(jo) =K~ e~ v () ()= V(o) =Kot p(o)--L

asimptota este o parabold = U =K {cz - C—OZVZ}
cl
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Dacd ¢ >1 atunci H(s) are q poli in s=0, iar hodograful are asimptota de joasa
- A o o A . T A
frecventd, ca in figura aldturata, observandu-se o rotire de 5 in sensul acelor de

ceasornic, la cresterea lui q.

1:( V(a))A 1:( planul H(jo)

| |
5 |
Q2| = = < — _ \)’I‘( |
- — 3 -~
-~ T =
v Y
|
\{ — 0) >
S ARVAAN Uw)
\// /
I-N\ /7
’// N |
=zt

e Comportarea cind o — o,

Hodograful se va comporta dupa o asimptota oblica :

V=mU-+n

unde ™ = 01)1_%1 ZEZ; sin= },1_{2 (V(w) - mU(w))
V(a))A planul H(jo)
o\ a)lj ;
/
7
/
/ >
/
/ U(w)
/
/
{
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e Comportarea in inalta frecventa (o — «)

Fie H(S) = n

Pentru @ —» «

H(jo),,, =

W—>0

unde e=n-m excesul polilor fata de zerouri
Se pune problema unghiului sub care locul de transfer ajunge in origine.

Comportarea 1n jurul originii este data de relatia:

H, (jo)=H(o)e" = % A

In consecintd in inaltd frecventd modulul tinde la zero (H(w)—>0 cu w—>wo si
hodograful tinde in originea planului (U,V)) iar faza tinde la :

—eZ b,/la,>0
()], =
—eZ 7 b,/a, <0
V(o)

planul H(jo)

U(w)

Obs : Cand b, /a, <0 figura anterioara se simetrizeaza fata de origine.
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e Transformarea conturului din jurul originii

jw A ) Ela;ujr Sja) Viw) A planul H(jo)

g=1

U(w)

K (l+b(pe™)+..+b, (pe’)")
p—0 (peja)q (1+Cll(p€ja)+...+an(peja)n) 550
K

(pe’* )| 0

H(pe'™)

= Me”

_ K
(0)!

p—0

——ae{z—z} =>Ap=—qr
$»=-q ‘]2 ‘]2 »=-q

Concluzie : Conturul din jurul originii se transforma intr-un contur de raza oo mare pe
care variatia de argument este -g .
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e Transformarea conturului din jurul unui pol imaginar s, = j,

Jjo A planul's V(w) A planul H(jo)

S=0+jw
/
4
w =0 7/ o

5 /
3 /
$15jo :\/H(S) >
iB / XPI Ul@)

@ =0 S=Jjo + pe ;<]
/
s p—0
Y/
-= = /
O_> ﬂe[ 5 2} o/ o

Daca exista un pol imaginar, exista si conjugatul lui (s, =—j®,)

H(s) =£. r(s) 25. r(s) _ 1 H.(s)
s opls) st (s—jm)-(s+jo)-pls) (5P +a’)

H(]a) +,Oejﬂ)‘ = Hl(ja)l +p1ejﬂ) .
1 1 . . -
A= (Jo, )2 +2jw pe” +(,01efﬁ)2 + @

p—0
- MG®)

= - = Nejw
2jope” |

—0

v G
20,p,

/=0

t//=¢1—%—ﬂ6[¢1 p-n] SAy=-x

Concluzie : Conturul din jurul unui pol imaginar se transforma intr-un contur de raza
oo mare pe care variatia de argument este - 7.
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e Transformarea conturului de la

>

) A planul s V(w) planul H(jo)

s=0+jw

e=2

R X t by/a,>0
@ =—0

H(s)'> ) >
2 0 o —+oo{\ U(w)
O'> _
s = Re”
R—>
o F _z}
2 2

H(Rew)\ _[(+b,(Re”) +...+ b, (Re)")
o | (1+a,(Re™) +..+a,(R)) )|

_b,/a,

- (Reejeﬂ) .

= Ae”

b, /a,|
A=——" -0

e
R R—o

S=—cO+argb /a)e {—e% +arg(h, /a) e% +arg(b /a )} = AS=er

Concluzie : Conturul de la o« se transforma intr-un contur de raza oo micd in jurul

originii pe care variatia de argument este er.
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Algoritmul de trasare calitativa a hodografului
Date: Functia de transfer
Pasul 1.
Se calculeaza:
O polii si zerourile lui H(s),
o factorul de amplificare k
o tipul functiei de transfer q
0 excesul polilor fata de zerouri e
Se traseaza conturul lui Nyquist
Pasul 2.
Se calculeza H(jo) si respectiv U(m) s1 V()
Pasul 3.
Se studiaza comportarea la joasa si la Tnalta frecventa si daca este

cazul in jurul polilor imaginari

Q) ’ 0 (Q)] 00
U(w) K too | Foo 0
+oo
V(w) 0 F00 | F00 0
+oo
Pasul 4.

Se traseaza hodograful si se simetrizeaza fata de axa reala.

10
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5.2. Trasarea caracteristicilor semilogaritmice de frecventa

e Se aduce H(s) sub forma termenilor tip si se face transformarea s = jo.

V4 t
% H(]:s + I)H (Tl.zs2 +26T,s+1)
— 1 1
q r n
[T@s+D] (@ *s* +25T;s +1)
1

1

H(s)=

e Trasarea efectiva a celor doua caracteristici se poate efectua:
-exact, prin puncte, dandu-se valori lui @ si calculandu-se efectiv modulul si
faza functiei de transfer;
-se traseaza mai intdi caracteristica asimtotica (aproximativa sau liniarizatd)
dupa care cea exacta, evaluand erorile de aproximare, in special, in dreptul
pulsatiilor de frangere.

Trasarea carateristicii aproximative se poate efectua trasandu-se carateristicile ficarui
termen 1n parte, dupa care -caracteristica finala se obtine prin Tnsumarea
caracteristicilor partiale ale elementelor tip.

Pentru caracteristica amplitudine - pulsatie existd posibilitatea de trasare cu
urmatoarea etapizare :

-Se alculeaza Kgg =20 1g K;

5 .. . . : 1. .
-Se calculeaza pulsatiile de frangere (inversul constantelor de timp F) si se
k

dispun pe axaw. Pentru elementele de ordinul doi se identificd si factorii de
amortizare ()

-Se fixeaza punctul de coordonate (a) =1, Ky )prin care va trece asimptota de

joasa frecventa.

Se traseaza asimtota de joasa frecventd care va trece prin punctul mai sus
mentionat si avand o panta de -20g dB/ dec.

Panta asimtotei de joasd frecventa se va modifica in dreptul primei pulsatii de
frangere cu +20dB /dec dacd aceasta pulsatie este data de un termen de ordinul 1 sau
cu +40 dB /dec daca este de ordinul 2, semnul plus fiind pentru termenii de anticipare

(de la numarator) si semnul minus pentru termenii de intarziere (de la numitor).
Modificari ale pantei caracteristicii vor apare in dreptul tuturor pulsatiilor de frangere.

11
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Caracteristicile logaritmice ale elementelor standard

1. elementul constant

H(s)=K =H(jo)=K :>{

2. elementul integrator

1

HI(S):§:>HI(]'CO):

3. elementul derivativ

HD(S)zs:>HD(ja))=ja)=a)ej2

1 1
—_— =
jo @

Hy(w)|,, =201gK

nr Denumirea termenului tip Caracteristici semilogaritmice
crt Functia de transfer aproximative
1 Element constant: Heliedlag
H (jo)=k “B‘T——‘ -
e
o
~%a-
-180, ——————————C)
2 Element integrator : 0=l ds
. 1 Ty
Hl’(]w):_ja); R
J
i
-9
-180. w
3 Element derivativ : 1Hy Geolyg ol
io”
%%
. . T -
H, (jo)=jo
¢
+90
ol
-90
80 {-»)

Pk (w)=0
. H,(o)|, = 201gl —20Igw

S o

T

¢ () = _5

,, HD(a))|dB :ZOlga)z—H,(a))|
f—

®p (w) =

@, (@)

12
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4. elementul de anticipare (cu avans de faza) de ordinul 1

H,,(s)=Ts+1= H,,(jo)= joT +1

—

Trasarea se face in jurul pulsatiei de frangere w¢.

Daca wx a, =

Daca o> o, =

= ol <1

N|— -

= ol >1

=H,, (o), =201gl=0

0,.(@) = arcig (oT)

=H,,(0)|, =201gNo’T* =201g 0T

Rezulta caracteristica amplitudine pulsatie aproximativa de forma :

[:[LA (a))‘dB = {

0 a)e[

0 @)

20lgolT welw, +x)

Eroarea facuta de aceasta aproximare este maxima in my:

e(w, )|d3 =H, (,)

- I:[LA (a)tl)

dB

L, =201g\J@, T* +1-201g@,T = 201g/2 = 3dB

Caracteristica faza pulsatie se traseaza pe baza urmatorului calcul :

. . T 7
}}E& @ (@)=0 3}1_{?0 @ (@)= E (@) = Z

5.

H,, (S):

=

elementul de intarziere de ordinul 1

1
—=H, (jo)=
Ts+1 LI(J )

1 1-joT
joT +1 1+a&°T?

H, (@), =-201gN&’T* +1=-H,, (o),
Dy (a)) = —arctg (a)T) =0y (a))

nr Denumirea termenului tip Caracteristici semilogaritmice
crt Functia de transfer aproximative
4 Element de anticipare de ordinul 1: [ES2LT ao\acc
LN 4
H, (jo)=joTl +1 % -
1 I
I
+390 —(B S
o
—M __________
T @0
5 Element de intarziere de ordinul 1: H (Gudlgg
. i w
HL,. (Jo)=- 5 i
joT +1 I N\gzedB
| de:
|
e
A |
—wl
1
w3

H, (o), =201gNo’T* +1

13
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6. elementul de anticipare (cu avans de faza) de ordinul 2
H, (s)=T"s+2cTs+1 T>0; ce(0 1)

= H,,(jo)= j’o’T* +26Tjo+1=1-0’T" + j26Tw

H,, (a))‘dB = 201g\/(1 —’'T? )2 + (2gTa))2
2¢oT

o) 2Sl0 e

= arctg (
Pos (0) =

2¢oT
7 —arctg (l—a)—sz) welw, +o)

Trasarea se face in jurul pulsatiei de frangere w¢.
< 1
Dack o <@, =— =0l <1 = Hy,(0)|, =201g1=0
Daci o> o, :% S ol >1 =H,(0),=20lg('T*) =40lgoT

Rezulta caracteristica amplitudine pulsatie aproximativa de forma :
~ 0 wel|l0 w,)
H,, (a))‘dB = { [ 5

401golT wel|w, +x)
Eroarea facuta de aceasta aproximare este maxima in my:

£(@,)|, = Hou(@,), - A, (@), =201 \/(1 ~0,'T*) +(2Tw, ) ~40lgw,T =201g\/4c’

<0 ¢e(0 0.5)
e(w =201g(2¢) =
( f1)|dB g( g) 0 gZOS
>0 ¢c>0.5
Caracteristica faza pulsatie se traseaza pe baza urmatorului calcul :

. . 2 V4
limg,, (@) =0 lm g @) =7 @y (@)=7-arcig”">="

7. elementul de intarziere de ordinul 2
1
H (s)=————— T>0;, ce(0 1
o (%) T2s* +2¢Ts +1 ce(0 1)
1
22 .
o T +j2cTw

:>HQ1(].50)= 1—

Hy ()| =-201g \/(1 ~&'T*) +(2%Tw) =-Hy, (o),

2¢T
= —arctg ( gz ) wel0 @)
1-°'T
Por (w) = ~Po4 (0) =
2¢T
—7T + arctg (1 B ) welw, +»)

14
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Caracteristicile de frecventa semilogaritmice exacte pentru un element de intarziere de ordinul 2



