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5. Analiza în frecvenţă  
 
Răspunsul unui sistem la o intrare armonică (componenta permanentă) 
este : 
 

( ) ( )arg( ( ) ( ) ( ( ))( ) ( ) ( ) ( ) ( )j t j H j j t j j t j t
py t H j e H j e e A e e A eω ω ω ϕ ω ω ω ϕ ωω ω ω ω⋅ += ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =  

unde atenuarea raspunsului la frecventa este 
2 2( ) ( ) Re ( ) Im ( )A H jω ω ω ω= = +  

iar faza raspunsului la frecventa sistemului 
Im( )( ) arg ( )
Re( )

H j arctg ωϕ ω ω
ω

= =  

 
Reprezentarea în frecvenţă (pulsaţie) a funcţiei de transfer se poate 

realiza prin reprezentarea dependenţei numărului complex ( )H jω  de ω  
pentru ( ),ω∈ −∞ ∞  sau [0, )ω∈ ∞  

 
( ) ( )( ) Re( ) Im( )H j j U jVω ω ω ω ω= + = +  

 
Analiza în frecvenţă a unui sistem constă în studiul regimului 

permanent al mărimii de ieşire la o intrare armonică de amplitudine 
constanta şi pulsaţie (frecvenţă) variabilă. 
 

5.1. Locul de transfer 
 

Locul de tranfer (hodograful sau locul lui Nyquist) este o reprezentare 

de tipul coordonatelor polare într-un plan ce are drept axe Re H(s), Im H(s). 

 

Reprezentarea analitică a locului de transfer este privită ca o 

transformare conformă a unui contur din planul s denumit contur Nyquist.  
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Conturul Nyquist este un contur închis cu următoarele proprietăţi: 

- porţiunea sa principală este pe axa imaginară s jω=   

- eventuali poli pe care H(s) îi are pe axa imaginară sunt înconjuraţi 

sau evitaţi cu semicercuri de rază ∞  mic ( 0R → ) situaţi în 

semiplanul drept 

- închiderea conturului Nyquist se face printr-un semicerc de rază ∞  

mare ( R →∞ ) ce cuprinde întreg semiplanul drept al planului s. 

x

x

x

H(s)

planul s
s jσ ω= +

σ

jω

2 1s jω=

3 1s jω= −

s1=0

 
 

Construcţia detatiată a locului de transfer revine la transformarea 

următoarelor porţiuni : 

1) axa imaginară 

2) semicercul ce înconjoară originea 

3) semicercurile ce înconjoară polii pur imaginari ai lui H(s) dacă aceştia 

există 

4) semicercul de rază infinită 

Re ( )H jω

Im ( )H jω

ϕ

. )( ωjH  

planul  
( )H jω  
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Trasarea efectivă a locului de transfer se face pentru domeniul 

[ , 0)ω∈ ∞ , pentru domeniul ( ), 0ω∈ −∞  luându-se simetricul curbei faţă 

de axa reală deorece se poate demonstra că: 

( ) ( )
( ) ( )

U U

V V

ω ω

ω ω

= −

= − −
 

Se consideră funcţia de transfer sub forma: 

1

1

(1 ... )( )( ) , , (0) (0) 1
( ) (1 ... )

m
m

q q n
n

b s b sK r s KH s q Z k R si r p
p ss s a s a s

+ + +
= ⋅ = ⋅ ∈ ∈ = =

+ + +
 

şi următoarele notaţii: 

K factorul de amplificare 

q tipul functiei de transfer 

e excesul polilor faţă de zerouri  

[ ] [ ]( ) ( )e grd p s grd r s= −  

După cum se va vedea q intereseză comportarea la joasă frecvenţă a 

sistemului iar e comportarea la înaltă frecvenţă. 



TRA  - C7 

 4

• Comportarea în joasă frecvenţă ( 0ω → ) 

1
0

01 0

(1 ... )
( )

(1 ... )

m
m

q n qs
sn s

b s b sK KH s
s a s a s s→

→→

⎛ ⎞+ + +
= ⋅ ≅⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

 

Pentru 1q ≥  se face o dezvoltare în serie taylor în jurul punctului de zero: 

2 1
0 1 2 1( ) q q

q qq

KH s c c s c s c s c s
s

+
+⎡ ⎤= ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + ⋅ +⎣ ⎦… …  

comportarea locului în jurul lui 0s →  este dată de relaţia  

( ) 0 1
10

0

.... qq qs
s

c c
H s K c

s s −→
→

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

deoarece în jurul lui s=0 nu mai conteaza termenii de la un rang mai mare decat q. 
 
Comportarea locului în jurul ( )ω → +0 0  este data de relaţia 

( )
( ) ( )

( ) ( )0 1
1 .... qq q

c c
H j K c U jV

j j
ω ω ω

ω ω −

⎡ ⎤
= + + + = +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

ce ne permite, prin eleminarea lui ω  între U şi V să determine ecuaţia asimptotei către 
care tinde locul de transfer cand ω → 0  
 
a) Dacă 0q =  atunci ( ) 0 0H j K cω = ⋅ >  şi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ; 0H j U jV U K c Vω ω ω ω ω= + ⇒ = ⋅ = ,  
asimptota este o dreapta paralelă cu axa imaginară ; 
 
b) Dacă 1q =  atunci 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1;

c c
H j K c j U jV U K c Vω ω ω ω ω

ω ω
= ⋅ − ⋅ = + ⇒ = ⋅ = −   

asimptota este o dreaptă  
 
c) Dacă 2q =  atunci  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 1
2 22 2 ;

c cc c
H j K j c U jV U K c Vω ω ω ω ω

ω ωω ω
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − + = + ⇒ = ⋅ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

asimptota este o parabolă 20
2 2

1

c
U K c V

c
⎡ ⎤

⇒ = −⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Dacă 1q ≥  atunci H(s) are q poli în s=0, iar hodograful are asimptotă de joasă 

frecvenţă, ca în figura alăturată, observându-se o rotire de π
2

, în sensul acelor de 

ceasornic, la cresterea lui q. 
 

planul H(jω)

( )U ω

( )V ω

q=0

q=1

(K,0)

q=2

q=3

 
 

• Comportarea când 1ω ω→  

Hodograful se va comporta după o asimptotă oblică : 
 

V mU n= +  
 

unde 
1

( )lim
( )

Vm
Uω ω

ω
ω→

=  şi ( )
1

lim ( ) ( )n V mU
ω ω

ω ω
→

= −  

planul H(jω)

( )U ω

( )V ω

1ω ω/

1ω ω2
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• Comportarea în înaltă frecvenţă (ω → ∞ ) 

 

Fie  ( ) 1 0

1 0

.....
.....

m
m

n
n

b s b s b
H s

a s a s a
+ + +

=
+ + +   

Pentru ω → ∞  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0

1 0

..... /
.....

m
m m n

n e
n

b j b j b b a
H j

a j a j a jω

ω ω

ω ω
ω

ω ω ω→∞

→∞ →∞

+ + +
= ≅

+ + +
  

unde e=n-m excesul polilor faţă de zerouri 
 
Se pune problema unghiului sub care locul de transfer ajunge în origine.  
 
Comportarea în jurul originii este dată de relaţia: 

( ) ( ) ( ) 2/ j ej m n
q

b a
H j H e e

π
ϕ ωω ω

ω

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞ = =  

 
În consecinţă în înaltă frecvenţă modulul tinde la zero ( ( ) 0H ω →  cu ω → ∞  şi 
hodograful tinde în originea planului (U,V)) iar faza tinde la : 

( )
/ 0

2

/ 0
2

m n

m n

e b a

e b a
ω

π

ϕ ω
π π

→∞

⎧− >⎪⎪= ⎨
⎪− − <
⎪⎩

 

 

planul H(jω)

( )U ω

( )V ω

e=1

e=2

e=3

e=4

 
 
Obs : Când / 0m nb a <  figura anterioară se simetrizează faţă de origine. 
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• Transformarea conturului din jurul originii 
 

x

planul s
s jσ ω= +

σ

jω

0ω +=

s1=0
αρ

0ω −=

planul H(jω)( )V ω

0ω +=

0ω −=

( )U ω

H(s)

q=1

js e αρ=
0

2 2

ρ
π πα

→⎧
⎪
⎨ ⎡ ⎤∈ −⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩  

 

1
0

1 0

0

(1 ( ) ... ( ) )
( )

( ) (1 ( ) ... ( ) )

( )

j j m
j m

j q j j n
n

j
j q

b e b eKH e
e a e a e

K Me
e

α α
α

α α αρ
ρ

ϕ
α

ρ

ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ

ρ

→
→

→

⎛ ⎞+ + +
= ⋅⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

≅ =
 

 

0( )

2 2

q

KM

q q q q

ρρ

π πϕ α ϕ π

→

= → ∞

⎡ ⎤= − ∈ − ⇒ ∆ = −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Concluzie : Conturul din jurul originii se transformă într-un contur de rază ∞ mare pe 
care variaţia de argument este -qπ. 
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• Transformarea conturului din jurul unui pol imaginar 1 1s jω=  
 

x

planul s
s jσ ω= +

σ

jω

0ω +=

s1=jω
β

ρ1

0ω −=

planul H(jω)( )V ω

( )U ω

H(s)

1 1
js j e βω ρ= +

1 0

2 2

ρ
π πβ

→⎧
⎪
⎨ ⎡ ⎤∈ −⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

s

ϕ1

1ω ω/

1ω ω2

 
 
Dacă există un pol imaginar, există şi conjugatul lui ( 2 1s jω= − ) 

12 2
1 1 1

( ) ( ) 1( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q

K r s K r sH s H s
p s s j s j p ss s sω ω ω

= ⋅ = ⋅ =
− ⋅ + ⋅ +�

 

 

( ) ( )1

1 1 1
1 1 220 2

1 1 1 1 1
0

1 1

1 1 0

( )
( )

2

( )
2

j
j

j j

j
j

H j e
H j e

j j e e

H j
Ne

j e

β
β

ρ β β

ρ

ψ
β

ρ

ω ρ
ω ρ

ω ω ρ ρ ω

ω
ω ρ

→

→

→

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ = =
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

≅ =
 

 

[ ]
1

1 1

1 1 0

1 1 1

( )
2

2

H j
N

ρ

ω
ω ρ

πψ ϕ β ϕ ϕ π ψ π

→

= → ∞

= − − ∈ − ⇒ ∆ = −

 

 
Concluzie : Conturul din jurul unui pol imaginar se transformă într-un contur de rază 
∞ mare pe care variaţia de argument este -π. 
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• Transformarea conturului de la ∞ 
planul s

s jσ ω= +

σ

jω
ω = +∞

θ

ω = −∞

planul H(jω)( )V ω

( )U ω

H(s)

js Re θ=

2 2

R
π πθ

→∞⎧
⎪
⎨ ⎡ ⎤∈ −⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

R

e=2

bm/an>0

ω = −∞

ω = +∞

 
 

1

1

(1 ( ) ... ( ) )
( )

(1 ( ) ... ( ) )

/
( )

j j m
j m

j j nR
n R

jm n
e je

R

b Re b Re
H Re

a Re a Re

b a
Ae

R e

θ θ
θ

θ θ

δ
θ

→∞
→∞

→∞

⎛ ⎞+ + +
= ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

≅ =
 

 
/

0

arg( / ) arg( / ) arg( / )
2 2

m n
e

R

m n m n m n

b a
A

R

e b a e b a e b a eπ πδ θ δ π

→∞

= →

⎡ ⎤= − + ∈ − + + ⇒ ∆ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Concluzie : Conturul de la ∞ se transformă într-un contur de rază ∞ mică în jurul 
originii pe care variaţia de argument este eπ. 
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Algoritmul de trasare calitativă a hodografului 

Date: Funcţia de transfer 

Pasul 1.  

Se calculează:  

o polii şi zerourile lui H(s),  

o factorul de amplificare k 

o tipul functiei de transfer q 

o excesul polilor faţă de zerouri e 

Se trasează conturul lui Nyquist 

Pasul 2. 

  Se calculeză H(jω) şi respectiv U(ω) şi V(ω) 

Pasul 3. 

Se studiază comportarea la joasă şi la înaltă frecvenţă şi dacă este 

cazul în jurul polilor imaginari 
 
ω 0 ω1  ∞ 
U(ω) K 

±∞ 
±∞ ±∞  ±0 

V(ω) 0 
±∞ 

±∞ 
 

±∞  ±0 

 

Pasul 4. 
Se trasează hodograful şi se simetrizează faţă de axa reală. 
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5.2. Trasarea caracteristicilor semilogaritmice de frecvenţa  
 
• Se aduce H(s) sub forma termenilor tip şi se face transformarea s jω= . 
 

2 2

1 1

2 2

1 1

( 1) ( 2 1)
( )

( 1) ( 2 1)

p t

i j j

q r n

k ll

T s T s T s
KH s
s T s T s T s

ς

ς

+ + +
= ⋅

+ + +

∏ ∏

∏ ∏
 

 
• Trasarea efectiva a celor două caracteristici se poate efectua: 

-exact, prin puncte, dându-se valori lui ω  şi calculandu-se efectiv modulul şi 
faza funcţiei de transfer; 
-se trasează mai întâi caracteristica asimtotica (aproximativă sau liniarizată) 
dupa care cea exactă, evaluând erorile de aproximare, în special, în dreptul 
pulsaţiilor de frângere. 

 
Trasarea carateristicii aproximative se poate efectua trasându-se carateristicile ficarui 
termen în parte, dupa care caracteristica finala se obţine prin însumarea 
caracteristicilor parţiale ale elementelor tip. 
 
Pentru caracteristica amplitudine - pulsaţie există posibilitatea de trasare cu 
următoarea etapizare : 

 
-Se alculeaza KdB = 20 lg K; 
-Se calculează pulsaţiile de frângere (inversul constantelor de timp 1

kT
) şi se 

dispun pe axaω . Pentru elementele de ordinul doi se identifică şi factorii de 
amortizare (ζ) 

-Se fixează punctul de coordonate ( )ω = 1, K dB prin care va trece asimptota de 
joasă frecvenţă. 

Se traseaza asimtota de joasă frecvenţă care va trece prin punctul mai sus 
menţionat şi având o pantă de -20q dB/ dec. 

Panta asimtotei de joasă frecvenţă se va modifica în dreptul primei pulsatii de 
frângere cu ± 20dB dec/  dacă această pulsaţie este dată de un termen de ordinul 1 sau 
cu ± 40 dB dec/  dacă este de ordinul 2, semnul plus fiind pentru termenii de anticipare 
(de la numarator) şi semnul minus pentru termenii de intârziere (de la numitor). 
Modificări ale pantei caracteristicii vor apare în dreptul tuturor pulsaţiilor de frângere. 
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Caracteristicile logaritmice ale elementelor standard 
 

1. elementul constant 

( ) ( ) 20lg
( )

( ) 0
K dB

K K
K

H K
H s K H j K

ω
ω

ϕ ω
⎧ =

= ⇒ = ⇒ ⎨
=⎩

 

2. elementul integrator 

( ) 2

1( ) 20 lg 20 lg
1 1 1( )

( )
2

I dBj

I I

I

H
H s H j e

s j

π ω ω
ωω
πω ω ϕ ω

−

⎧ = = −⎪⎪= ⇒ = = ⇒ ⎨
⎪ = −
⎪⎩

 

3. elementul derivativ 

( ) 2

( ) 20lg ( )
( )

( ) ( )
2

D IdB dBj

D D
D I

H H
H s s H j j e

π ω ω ω
ω ω ω πϕ ω ϕ ω

⎧ = = −
⎪= ⇒ = = ⇒ ⎨

= = −⎪⎩
 
 
 
 

nr 

crt 

Denumirea termenului tip 

Funcţia de transfer 

Caracteristici semilogaritmice 

aproximative 

1 Element constant:  

( )kH j kω =   

 
 

 
2 Element integrator : 

1( ) ;
il

H j
j

ω
ω

=  

 

 
3 Element derivativ : 

 

( )
dl

H j jω ω=  
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4. elementul de anticipare (cu avans de fază) de ordinul 1 

( )
2 2( ) 20 lg 11 ( ) 1

( ) ( )
LA dB

LA LA
LA

H TH s Ts H j j T
arctg T

ω ωω ω
ϕ ω ω

⎧⎪ = += + ⇒ = + ⇒ ⎨
=⎪⎩

 

Trasarea se face în jurul pulsaţiei de frângere ωt1. 
Dacă 1

1 1 ( ) 20lg1 0t LA dB
T H

T
ω ω ω ω= ⇒ ⇒ = =� �  

Dacă 2 2
1

1 1 ( ) 20lg 20lgt LA dB
T H T T

T
ω ω ω ω ω ω= ⇒ ⇒ = =� �  

Rezultă caracteristica amplitudine pulsaţie aproximativă de forma : 
[
[

1

1

0 0 )
( )

20 lg )
t

LA dB
t

H
T

ω ω
ω

ω ω ω
⎧ ∈⎪= ⎨ ∈ +∞⎪⎩

�  

Eroarea făcută de această aproximare este maximă în ωt1: 
2 2

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 20 lg 1 20lg 20lg 2 3t LA t LA t t tdB dB dB
H H T T dBε ω ω ω ω ω= − = + − = =�  

Caracteristica fază pulsaţie se trasează pe baza următorului calcul : 

10
lim ( ) 0 lim ( ) ( )

2 4LA LA LA tω ω

π πϕ ω ϕ ω ϕ ω
→ →∞

= = =  

 
5. elementul de întârziere de ordinul 1 

( ) 2 2

2 2

1 1 1( )
1 1 1

( ) 20lg 1 ( )
( ) ( ) ( )

LI LI

LI LAdB dB

LI LA

j TH s H j
Ts j T T

H T H
arctg T

ωω
ω ω

ω ω ω
ϕ ω ω ϕ ω

−
= ⇒ = =

+ + +

⎧⎪ = − + = −⇒ ⎨
= − = −⎪⎩

 

 
nr 

crt 

Denumirea termenului tip 

Funcţia de transfer 

Caracteristici semilogaritmice 

aproximative 

4 Element de anticipare de ordinul 1: 
 ( ) 1

iLH j j Tω ω= +   

 

 
5 Element de întarziere de ordinul 1: 

 1( ) ;
1iLH j

j T
ω

ω
=

+
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6. elementul de anticipare (cu avans de fază) de ordinul 2 

( ) ( )

( ) ( )

[

[

2 2

2 2 2 2 2

2 22 2

12 2

12 2

2 1 0; 0 1

( ) 2 1 1 2

( ) 20 lg 1 2

2( ) 0 )
1( )

2( ) )
1

QA

QA

QA dB

t

QA

t

H s T s Ts T

H j j T Tj T j T

H T T

Tarctg
T

Tarctg
T

ς ς

ω ω ς ω ω ς ω

ω ω ς ω

ςω ω ω
ωϕ ω
ςωπ ω ω
ω

= + + > ∈

⇒ = + + = − +

⎧ = − +⎪
⎪ ⎧⎪ ∈⇒ ⎨ ⎪⎪ −⎪ = ⎨
⎪ ⎪ − ∈ +∞⎪ ⎪ −⎩⎩

 

Trasarea se face în jurul pulsaţiei de frângere ωt1. 
Dacă 1

1 1 ( ) 20lg1 0t QA dB
T H

T
ω ω ω ω= ⇒ ⇒ = =� �  

Dacă ( )22 2
1

1 1 ( ) 20lg 40lgt LA dB
T H T T

T
ω ω ω ω ω ω= ⇒ ⇒ = =� �  

Rezultă caracteristica amplitudine pulsaţie aproximativă de forma : 
[
[

1

1

0 0 )
( )

40 lg )
t

LA dB
t

H
T

ω ω
ω

ω ω ω
⎧ ∈⎪= ⎨ ∈ +∞⎪⎩

�  

Eroarea făcută de această aproximare este maximă în ωt1: 

( ) ( )

( ) ( )

2 22 2 2
1 1 1 1 1 1

1

( ) ¨ ( ) ( ) 20 lg 1 2 40lg 20lg 4

0
0 0 0.5

( ) 20lg 2
0 0.5
0 0.5

t LA t LA t t t tdB dB dB

t dB

H H T T Tε ω ω ω ω ς ω ω ς

ς
ς

ε ω ς
ς
ς

= − = − + − =

−∞ =⎧
⎪< ∈⎪= = ⎨ =⎪
⎪> >⎩

�

Caracteristica fază pulsaţie se trasează pe baza următorului calcul : 

10

2lim ( ) 0 lim ( ) ( )
0 2QA QA QA t arctg

ω ω

ς πϕ ω ϕ ω π ϕ ω π
→ →∞

= = = − =  

 
7. elementul de întârziere de ordinul 2 

( ) ( )

( ) ( )

[

[

2 2

2 2

2 22 2

12 2

12 2

1 0; 0 1
2 1

1( )
1 2

( ) 20lg 1 2 ( )

2( ) 0 )
1( ) ( )

2( ) )
1

QI

QI

QI QAdB dB

t

QI QA

t

H s T
T s Ts

H j
T j T

H T T H

Tarctg
T

Tarctg
T

ς
ς

ω
ω ς ω

ω ω ς ω ω

ςω ω ω
ωϕ ω ϕ ω
ςωπ ω ω
ω

= > ∈
+ +

⇒ =
− +

⎧ = − − + = −⎪
⎪ ⎧⎪ − ∈⇒ ⎨ ⎪⎪ −⎪ = − = ⎨
⎪ ⎪− + ∈ +∞⎪ ⎪ −⎩⎩
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Caracteristicile de frecvenţa semilogaritmice exacte  pentru un element de întârziere de ordinul 2 


