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4. Analiza In timp a sistemelor liniare continue si invariante

Analiza in timp reprezintd determinarea raspunsului in timp a sistemelor
considerate, la diverse tipuri de semnale de intrare si determinarea
principalelor proprietati (stabilitate, performante de regim tranzitoriu si
stationar, etc. ).

4.1. Raspunsul in timp. Componenta libera si fortata a raspunsului
unui sistem

Fie un sistem dinamic de ordinul », descris de ecuatiile de stare :

- ) X0 =[x@ %0 .. x0];
DO _ 4.6y +bu(t), x(0)=x, o . N
unde XO SR YO ER; u(eR; re
y([):cT _)_C(l‘) AERnxn; beRnxl; CT ERIX”

iar u(t):R - R continud

Conditia initiala x, = x(0) concentreaza istoria sistemului pand la ¢, =0 si
intereseaza evolutia sistemului pentru t > 0.
Traiectoria de stare, 1a un moment ¢ >¢, este :

x(t)=e""  x(1,)+ j e bu(r)dr

t
_ At A(r-7)
Dacit, = 0gix, = x(to)‘tozo = x(0) atunci: x(t)=e" -x, +Ie bu(t)dr
0

jar @(1)=e” , teR defineste matricea de tranziie a starilor sau
matricea fundamentald a sistemului.

t
yt)=c" x(t)=c"-e" x, + ICT e bu(r)dr
v 0
Y (1) N -~ Y
yp(t)
y;— componenta libera a raspunsului (depinde de conditiile initiale si matricea A)
yi— componenta fortatd a raspunsului (depinde de marimea de comanda/ marimea

de intrare si realizarea sistemului (A,b,c'))
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Daca se pleaca de la ecuatiile de stare carora li se aplica transformata
Laplace obtinem :

s-X(s)=x,=A4-X(s)+b-U(s)
= (sl,—A4)-X(5)=x,+b-U(s) oy

X(s)=(sl,—A) " -x,+(sL,—A) " -b-Ul(s)

Y(s)=c" - X(s)
= Y(s)=c" (s, —A)_1 X+ (sl —A)_1 -b-U(s)
H\({s) ’

Y(s)=c" (s, —A)_1 X, +H(s)-U(s)

y(1)=L"{Y(s)}
() =L {cT (s, - 4)" -xo} + L {H(s)-U(s)}
y(t)y=c"-e" x,+(h®u) (1)

0! v ()

unde h(t)=L"{H(s)} =L {CT (s, —A4)" ‘b} =c"-e" b este functia

pondere (raspunsul sistemului la impuls)
Daca conditiile initiale sunt nule (xo = 0) atunci :

Y (1)=0
YO =y, ()=L"{H(s)-U(s)} = (h®u)(t) = ch e bu(r)dr

0
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4. 2. Marimi de intrare standard in timp continuu

e intrari polinomiale

k—l r 1
u(t) =1(t)- U(s)=—
=100 -
A A A
u(ty=1(t) u® =t u(ty=£/2
| I
45°
> > >
t t t
K1 k=2 k=3

e intrari armonice

. L 1
u(t)=1(t)-e’ =1(t)-(coswt + jsinwt) — U(s)= —,0>0
s—jw

W) =1(1)-cosar - U(s)=———, >0

)
: L 0,

u(t)=1@¢)-sinwt — U(s)=—F——, 020

s +w
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4.3. Raspunsul unui sitem la intrare polinomiala

Z(s)

forma ireductibila

Y(s)=H(s)-U(s) cu H(S):m
k—l I 1
u(t)—l()(k D - U(S):s_"’kZI
Y(s)= 26) = Z(s) =C—O+...CH+ 4 44 a,
s"P(s) Skﬁ(s—p.) sk s s—p s—p.

unde £ este tipul functiei de transfer sau numarul polilor in origine iar n
este numarul polilor diferiti de zero.

1 1 d 'H
¢, =—H"(0)= fs) L J=lk=1 ga =22y,
! JUodst |, P P'(p)
y(t) = Z C, + Z ae”
— ( ! in conditii initiale nule
componenta permanenta tcroan’g g:f;ga

1) > Us)=2
S

Daca se considera o intrare treapta unitara: u(t)

— Y(O)=H(0)-1(t)+ Zae”l 1(z)

componenta
permanenta

'

componenta tranzitorie

dacd si numai dacd sistemul este strict stabil, adicd P[H(s)] < C si deci
Re(p,) <O0.

Se observicidaca t — 0 atunci y(t) =H(0)-1(t) =y ()

In consecinta, raspunsul sistemului, mai precis componenta lui fortata (yy),
este constituit din doi termeni ce vor fi definiti prin:
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Y(t) =¥ (t) =Y, (t)"' Y: (t); Xy =0; y,=0
yp - componenta permanenta a raspunsului;
y¢ - componenta tranzitorie a raspunsului.
yi - componenta libera a raspunsului.

OBSERVATII :

1. Descompunerea ¥ (#)=y,(t)+y,(?) este o descompunere generald

ce se obtine 1n orice conditii. Descompunerea )V (f ) =y,(0)+y,() nueste
generald; ea se obtine daca sistemul este strict stabil si intrarea este data,

cux(0)=0(y, =0).

2. In cazul particular al unui semnal treaptd pe intrare, raspunsul
sistemului se mai numeste raspuns indicial.

3. Se observa la semnal treapta pe intrare ca daca t — 9 atunci
(@) =H(0)-1(¢) = y,(¢) = const

Aceastd marime constanta defineste regimul stationar.
Regimul stationar este un caz particular de regim permanent §i

anume pentru intrare treapta iar H(0) defineste factorul de amplificare al
sistemului.
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4.4. Raspunsul unui sitem la intrare armonica

u(t)=1(t)-e’” =1(t)-(cos wt + jsin wt) i) U(s)=

—,w2>0
s—jo
Z(s)
Y(s)=H(s)-U(s) cu H(5)= p(s) ireductivil
N e e 1
_ g . 1 n
(s JCO)H(S p)

_Zyw) ...

0= P(jo) =H(jo)

2

" (p,—jo)P(p)

unde H(jw) este transformata Fourier a functiei de transfer a sistemului

Deci: Y(t) =H(jo)e™ + Zaiepit =y, +y. (V)

i=1

Componenta permanenta va fi:

v, () =H(jo)-e" = (|H(j)-e™")-¢™
—(A jpl@) ), plet — 4 Jj(ot+p())
=(A(w)e e’ = A(w)e
Relatia aratd cd, daca la intrare, se aplicd un semnal armonic de pulsatie

o, la 1esire se obtine un semnal de aceeasi pulsatie, defazat cu ¢(w) si
modificat Tn amplitudine cu 4(w).
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4.5. Analiza in timp a functiilor de transfer standard

e Functia de transfer a unui sistem exprimata prin termeni tip

1+Z[)isi
_Y(s) _ bs"+..+bs+b, by ™ b,

U(s) s%a,s"+..+as+a,) a, sq(l+i&s-’)
1 4y

H(s)

Factorizand polinoamele de la numdrdtor la numitor in functie de
radacinile simple sau complexe si de ordinul de multiplicitate, obtinem:

ﬁ(Tis+l)ﬁ(Tj232 +Ts+1)
H(s):Eq-G(s):E- ! k
S S

T

[TTs+D[ (T *s* + Ts+1)
1 1

cu
K - factorul de amplificare al sistemului
T - constanta de timp

Se pun 1n evidenta urmatorii terment tip:
e Termen constant H,(s)=K

: : 1 :
e Termen liber : integrator H, (s)= | sau derivator H, (S ) =S

e Termen liniar :

- de intarziere de ordinul I H, (s)=

- de anticipare de ordinul I~ H,(s)=Ts+1

e Termen cuadratic :

) A A . . H S)=
de Intarziere de ordinul II Q( ) T2 + 2cTs+1

- de anticipare de ordinul Il Hy, (s)=T7"s" +2¢Ts+1

tipul functiei de transfer = numarul polilor in origine ai functiei de
transfer.

Ordinul functiei de transfer = ordinul ecuatiei diferentiale din care
s-a obtinut prin transformata Laplace functia de transfer. Deci pentru
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sisteme fizic realizabile, m>n, ordinul coincide cu gradul polinomului de
la numitorul functiei de transfer.

e Rispunsul in timp a termenilor tip

A. Sa se studieze raspunsul fortat y(t) al elementului proportional,
de intarziere de ordinul 1:

L

day(t) B ) K
a, Jr +a,y(t) = byu(t) —> H(S)_u(s)_TS+l

.o b
unde 7= [sec]; T>0 este constanta de timp, iar K =">>0 este factorul
a, ao

de amplificare.
La intrare se aplica:
a) impuls Dirac u(f) = 6(¢)
b) treapta unitara u(f) =1(z)

a) Daca u(f)=6(t) = U(s) = L{u(t)} = L{5(1)} =1
y(O) =LY ()} =L {H(s) U(s)} = L' {H(s)} =

atunci: _ ) K | _ o) K/T 256%
1+Ts /T +s T

b) Daci intrarea sistemului #(f) = 1(t) = U(s) = L{u(t)} = L{1()} =1/s

K 1 1
Y(s)=HSU(s) = s(1+Ts) - K(;_ 1/T+sj

deci Y(O)=y,(O)=L"{Y(s)} =K -(1-e "))
Componenta permanenti este ¥, (¢) = H(0) = K -1(¢)

iar componenta tranzitorie J, ()=K- e -1(2)
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u(t) A
y(t)

ys—H(0)=K = y(t)

u()=1()

t;
dy(t) K _r
Astfel, v, =limy() = lims - y(s) = K iar ” - e , 1>0
a0 _K

tangenta in origine la graficul lui y(t) este g = -

t=0

T

Intersectia dintre tangenta in origine la graficul functiei y(t) si dreapta de
ys determind pe axa timpului un segment egal chiar cu constanta de timp
T. Se poate spune deja cd, pe masura ce constanta de timp creste,
raspunsul sistemului este din ce in ce mai lent.

Conventional se considera ca regimul tranzitoriu a incetat atunci cand

‘Y(T) Y < kstYst > V12 tt

care defineste durata regimului tranzitoriu (sau timpul tranzitoriu) si
unde uzual kst = 0,05 (5[%]) sau kst = 0,02 (2[%]) .
in cazul acestui sistem, devine e <k, , V&>t adici

t2-Thnky =t;, =-TInky 2(3+4)T timpul tranzitoriu

&, = 1ime® = lim (4() - y(®) = |1 = K|-100 [%)] eroarea stationari

t—0 t—0
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Trebuie retinutd si relatia dintre polul sistemului, ce este p =-1/T <0 si

3+4

durata regimului tranzitoriu, care se exprima prin: /s = ‘
|

si deci, pe masura ce polul se indeparteaza de axa imaginara (in cadrul

semiplanului stang) regimul tranzitoriu este mai scurt.

jo &

%X .
p=-1/T O

B. Sa se studieze raspunsul fortat y(t) al elementului proportional,
de intarziere de ordinul 2:
L

d?y (@)  dv(t)

+ + tYy=bout) —>
QT2 taTy agy (t) =bou(r)

H(S)_y(s) : b, - b,/ a, :b_O. : a,/a, _
u(s) a,-s*+a,-s+a, s +(a/ay)-s+(a,/a,) ay, s*+(a/ay)-s+(a,/a,)
kw? @,=1/T
“ > H() = b

s’ +2lw, s + o) T?s> +2£Ts +1
k:b—o' a)zza—o' Zé/a) =ﬁ' é/_lﬂ a_2= al
a,, " a,’ "a,’ 2a,\a, 2a,aq,

unde o, = \/E [sec]” este pulsatia naturala (sau proprie),
a2

r--L este constanta de timp iar ¢ =—2_ este factorul de amortizare.
, 2\a,a,

2
w

pr— H = n
Pentru k=1 H(s) 2wt

10
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ecuatia caracteristica este s* +2¢w,s+o; =0 iar polii functiei de transfer
pl,Z :_é,'a)n i]a)n Vl_é,z
Aplicand o intrare treapta u(t) = 1) = U(s) = L{u(t)} = L{1()} =1/s

w’ 1 1 s+20w

Y(s)=H(s)U(s) = L = n —
(5) = H{s)U(s) ss+2los+w s s SS+2los+ @

atunci _ 1 s+lo, < o \J1-¢?
(s+§’a)n)2+(a)n 1—4’2)2 1-¢* (s+g”a)n)2+(a)n 1—4“2)2

Raspunsul indicial

y(t)zyf(t):L'Z{Y(s)} [1 e © [cosa) 1-C%t+ ¢ Zsina)n 1—(21‘]]-1@)

1-&
1- e sin| @ \J1-¢? t+arctg ~——2— < J] 1(¢)
{1

a ) Regim neamortizat (=0 p, =%jo

n

Y(S)=a)—2=—— 3 > 3 :>y(t)=(1—cosa)nt) 1(¢)
s( +a)n) s s+

b) Regim subamortizat { < (0, 1) Polii sunt complecsi p,, =—¢ o, £jw,\1-¢

= y(t)=|1-e*"" [cosa)n -7+ E_sma) V1= D 1(r)

¢ ) Regim critic £ =1 Polii sunt p, =p, = -,

W= Lo stie (1= (1+ 0,1)) 1)

S(S+CO”)2 s (s+a)n)2

d ) Regim supra amortizat £ >1. Polii devin reali si distincti p,, = —¢{w, + w,/* -1

11
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Derivata raspunsului este : =, = W e "' sinw,\1-¢"t

s1 permite calculul extremelor functiei y4(?) atinse la momentele de timp:

zkzk—”z k=0,1,2... 15

@, \1=¢ u(t)

. ) y() 3 5
valoarea raspunsului este : yaf T 1
k  la
yf(tk)=1—(—1) e Gty /
maximele locale se obtin pentru 00
k=2m+1, meWN t;
i’

iar minimele locale pentru 0 5 10 15 ] ©

k=2m, meN

_é’ﬂ-

. . J1-¢?
Primul maxim este : Vo = Vo + 6 =1+€V°
Performantele regimului dinamic:

-
ymax _yst — ymax _1 :i:e 1_42

o suprareglajul o = 5 ) 5
st st st

o timpul primului maxim sau de atingere a abaterii maxime a marimii de
lesire in regim tranzitoriu t,.
e durata regimului tranzitoriu t¢ definita prin timpul ce se scurge din

momentul aplicarii excitatiei (intrarea) pe canalul de referinta si pina

cind 1esirea intra intr-o banda de + (2= 5%y ;

kIS
2 -1
ys=1 =e \/; <ksts e ~Snlk Skg =t 2 nky =t = 3.4

13
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t, depinde de abscisa polilor complecsi adica tot de departarea de axa imaginara

ca si in cazul sistemului de ordinul 1.
e indicele de oscilatie ¥ reprezinta variatia relativd a amplitudinilor a

doua depasiri succesive de acelasi semn a valorii de regim stationar,

0~ 0y _q 23
YT o1
—lg -311¢ —2I1¢
1&1_2 l1_2 1_2
Si=y)-yg=eV'" S =yt3)-yg =V Sy=1-e &

1
e perioada oscilatiilor T pentru regimul oscilant amortizat r=—

n

o numarul de oscilatii N dacd raspunsul traverseaza de un numar finit de ori

componenta stationara;

Pe langa acesti indici de calitate principali, se mai pot defini si altii cum ar fi:
- timpul de stabilire: momentul in care se atinge pentru prima data

valoarea stationard a iesirii;

- timpul de crestere: valoarea subtangentei dusad la y(t) la 0,5 ygt,

tangenta fiind limitata de axa t i de axa ys.

Aprecierea acestor indici de calitate se face pe baza raspunsului indicial
al sistemului

Performantele regimului stationar:
- eroarea Sstationara - valoarea erorii de reglare in regim stationar (neperturbat,

stabilizat)

&, = [ime® = lim (4 - »(®) = [imse(s)

t—o t—o s—0
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