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4. Analiza în timp a sistemelor liniare continue şi invariante 
Analiza în timp reprezintă determinarea răspunsului în timp a sistemelor 
considerate, la diverse tipuri de semnale de intrare şi determinarea 
principalelor proprietăţi (stabilitate, performanţe de regim tranzitoriu şi 
staţionar, etc. ). 
 
4.1. Răspunsul în timp. Componenta liberă şi forţată a răspunsului 
unui sistem 
 
Fie un sistem dinamic de ordinul n, descris de ecuaţiile de stare : 
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iar ( ) :u t →  continuă 
 
Condiţia iniţială 0 (0)x x=  concentrează istoria sistemului până la 0 0t =  şi 
interesează evoluţia sistemului pentru t > 0. 
Traiectoria de stare, la un moment 0t t≥  este : 

( ) ( )0

0

0( ) ( ) ( )
t

A t t A t

t

x t e x t e bu dτ τ τ− −= ⋅ + ∫  

Dacă 0 0t = şi
0

0 0 0
( ) (0)

t
x x t x

=
= = atunci:

( )
0

0

( ) ( )
t

A tAtx t e x e bu dτ τ τ−= ⋅ + ∫  

iar ( ) ,Att e tΦ = ∈  defineşte matricea de tranziţie a stărilor sau 
matricea fundamentală a sistemului. 
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yl – componenta liberă a raspunsului (depinde de condiţiile iniţiale şi matricea A) 
yf– componenta forţată a raspunsului (depinde de mărimea de comandă/ mărimea 
de intrare şi realizarea sistemului (A,b,cT)) 
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Dacă se pleacă de la ecuaţiile de stare cărora li se aplică transformata 
Laplace obţinem : 
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unde { } ( ){ }11 1( ) ( ) T T At
nh t H s c sI A b c e b−− −= = ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅L L  este funcţia 

pondere (răspunsul sistemului la impuls) 
 

Dacă condiţiile iniţiale sunt nule ( )0 0x =  atunci : 
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4. 2. Mărimi de intrare standard în timp continuu 
 

• intrări polinomiale 
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• intrări armonice 
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4.3. Răspunsul unui sitem la intrare polinomială 
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unde k este tipul functiei de transfer sau numarul polilor in origine iar n 
este numarul polilor diferiti de zero. 
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Dacă se consideră o intrare treaptă unitară: 
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dacă şi numai dacă sistemul este strict stabil, adică −⊂ C)]s(H[P şi deci 
.0)pRe( i <  

 
Se observă că dacă ∞→t  atunci )t(y)t(1)0(H)t(y p=⋅=  
 
În consecinţă, răspunsul sistemului, mai precis componenta lui forţată (yf), 
este constituit din doi termeni ce vor fi definiţi prin:  
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( ) ( ) ( ) ( ) 0y;0x;tytytyty l0tpf ==+==  
     yp - componenta permanentă a răspunsului; 
     yt - componenta tranzitorie a răspunsului. 
     yl - componenta liberă a răspunsului. 
 
         OBSERVAŢII : 
 
       1. Descompunerea ( ) ( ) ( )l fy t y t y t= +  este o descompunere generală 

ce se obţine în orice condiţii. Descompunerea ( ) ( ) ( )p ty t y t y t= +  nu este 
generală; ea se obţine dacă sistemul este strict stabil şi intrarea este dată, 
cu x(0)=0 ( 0yl = ). 
 
       2. În cazul particular al unui semnal treaptă pe intrare, răspunsul 
sistemului se mai numeşte răspuns indicial. 
 
       3. Se observă la semnal treaptă pe intrare că dacă ∞→t  atunci 

( ) (0) 1( ) ( )py t H t y t const= ⋅ = =  
 

Această mărime constantă defineşte regimul staţionar. 
 

         Regimul staţionar este un caz particular de regim permanent şi 
anume pentru intrare treaptă iar H(0) defineşte factorul de amplificare al 
sistemului. 
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4.4. Răspunsul unui sitem la intrare armonică 
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unde H(jω) este transformata Fourier a funcţiei de transfer a sistemului 
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         Componenta permanentă va fi:  

 

( )
( )

arg( ( )

( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

( ) ( )

j t j H j j t
p

j j t j t

y t H j e H j e e

A e e A e

ω ω ω

ϕ ω ω ω ϕ ω

ω ω

ω ω

⋅

+

= ⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ =  

 
Relaţia arată că, dacă la intrare, se aplică un semnal armonic de pulsaţie 
ω, la ieşire se obţine un semnal de aceeaşi pulsaţie, defazat cu ϕ(ω) şi 
modificat în amplitudine cu A(ω). 
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4.5. Analiza în timp a funcţiilor de transfer standard 
 

• Funcţia de transfer a unui sistem exprimată prin termeni tip 
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Factorizând polinoamele de la numărător la numitor în funcţie de 
rădăcinile simple sau complexe şi de ordinul de multiplicitate, obţinem: 
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cu  
K - factorul de amplificare al sistemului   
T - constanta de timp  

          
Se pun în evidenţă următorii termeni tip: 

• Termen constant     ( ) KsHK =  

• Termen liber : integrator ( ) 1
IH s

s
=  sau derivator ( )DH s s=  

• Termen liniar :   

- de întârziere de ordinul I       ( ) 1
1LH s

Ts
=

+  

- de anticipare de ordinul I       ( ) 1LH s Ts= +  
• Termen cuadratic :   

- de întârziere de ordinul II  ( ) 2 2

1
2 1QH s

T s Tsς
=

+ +      

- de anticipare de ordinul II ( ) 2 2 2 1QH s T s Tsς= + +  
 
tipul funcţiei de transfer = numărul polilor în origine ai funcţiei de 

transfer. 
Ordinul funcţiei de transfer = ordinul ecuaţiei diferenţiale din care 

s-a obţinut prin transformata Laplace funcţia de transfer. Deci pentru 
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sisteme fizic realizabile, m>n, ordinul coincide cu gradul polinomului de 
la numitorul funcţiei de transfer. 

 
• Răspunsul în timp a termenilor tip 

 
A. Să se studieze răspunsul forţat yf(t) al elementului proporţional, 

de întârziere de ordinul 1: 

1 0 0
( ) ( ) ( )dy ta a y t b u t

dt
+ =  →

L
 

( )( )
( ) 1

y s KH s
u s Ts

= =
+   

unde [ ]1

0

sec ; 0
a

T T
a

= >  este constanta de timp, iar  0

0

0
b

K
a

= >   este factorul 

de amplificare. 
La intrare se aplică: 
a) impuls Dirac ( ) ( )u t tδ=  
b) treaptă unitară ( ) 1( )u t t=  

 
a) Dacă { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1u t t U s u t tδ δ= ⇒ = = =L L  

atunci : 

{ } { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/
1 1/

t
T

y t Y s H s U s H s

K K T K e
Ts T s T

−

= = ⋅ = =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ +⎩ ⎭ ⎩ ⎭

-1 -1 -1

-1 -1

L L L

L L  

 
b) Dacă intrarea sistemului  { } { }( ) 1( ) ( ) ( ) 1( ) 1/u t t U s u t t s= ⇒ = = =L L  

1 1( ) ( ) ( )
(1 ) 1/

KY s H s U s K
s Ts s T s

⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
  

deci { } /( ) ( ) ( ) (1 )1( )t T
fy t y t Y s K e t−= = = ⋅ −-1L   

Componenta permanentă este ( ) (0) 1( )py t H K t= = ⋅   

iar componenta tranzitorie /( ) 1( )t T
ty t K e t−= ⋅ ⋅  
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u(t)=1(t)

t

1
K

y(t)

u(t)
y(t)

yst=H(0)=K

T

tt

tg α=K/T

 

Astfel, 
0

lim ( ) lim ( )st t s
y y t s y s K

→∞ →
= = ⋅ =  iar  

/( ) , 0t Tdy t K e t
dt T

−= >   

tangenta în origine la graficul lui y(t) este 
0

( )

t

dy t Ktg
dt T

α
=

= =  

Intersectia dintre tangenta în origine la graficul funcţiei y(t) si dreapta de 
yst determină pe axa timpului un segment egal chiar cu constanta de timp 
T. Se poate spune deja că, pe măsura ce constanta de timp creşte, 
răspunsul sistemului este din ce în ce mai lent. 
Convenţional se consideră că regimul tranzitoriu a încetat atunci când 

 y y k y tst st st t( ) ,τ τ− ≤ ∀ ≥    

care defineşte durata regimului tranzitoriu (sau timpul tranzitoriu) şi 

unde uzual [ ] [ ]k sau kst st= =0 05 5 0 02 2, ( % ) , ( % ) .    

În cazul acestui sistem, devine / ,T
st te k tτ τ− ≤ ∀ >  adică 

τ ≥ − ⇒ = − ≅ ÷T k t T k Tst t stln ln ( )3 4  timpul tranzitoriu 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) 1 100 %lim limst
t t

t u t y t Kε ε
→∞ →∞

= = − = − ⋅  eroarea staţionară 
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Trebuie reţinută şi relaţia dintre polul sistemului, ce este  p = -1/T < 0  şi 

durata regimului tranzitoriu, care se exprima prin: t
p

t ≅
÷3 4

 

şi deci, pe masura ce polul se indepărtează de axa imaginară (in cadrul 

semiplanului stâng) regimul tranzitoriu este mai scurt. 

jω

σ
X

p=-1/T

 
 
B. Să se studieze răspunsul forţat yf(t) al elementului proporţional, 

de întârziere de ordinul 2: 

a
d y t

dt
a

dy t
dt

a y t b u t2

2

2 1 0 0
( ) ( )

( ) ( )+ + =  →
L

  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 2 0 0 2

2 2 2
02 1 0 1 2 0 2 1 2 0 2

2 1/

2 2 2 2

20 0 01 1 2 1

0 2 2 2 2 0 2 0
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2 2 1
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= = = ⇒ = = =

unde 0

2
n

a
a

ω =  [sec]-1 este pulsaţia naturală (sau proprie),  

1

n

T
ω

=  este constanta de timp iar  1

2 02
a
a a

ζ =   este factorul de amortizare. 

Pentru k= 1 
2

2 2( )
2

n

n n

H s
s s

ω
ζω ω

=
+ +
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ecuaţia caracteristică este 2 22 0n ns sζω ω+ + =  iar polii funcţiei de transfer 
2

1,2 1n np jζ ω ω ζ= − ⋅ ± −  
Aplicând o intrare treaptă { } { }( ) 1( ) ( ) ( ) 1( ) 1/u t t U s u t t s= ⇒ = = =L L  

atunci 

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2

2

2 222 22 2

21 1( ) ( ) ( )
2 2
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11 1

n n

n n n n

nn

n n n n
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s ss s s s

s
s s s

ω ζω
ζω ω ζω ω

ω ζζω ζ

ζζω ω ζ ζω ω ζ

+
= = ⋅ = − =

+ + + +

−+
= − −

−+ + − + + −

 

Răspunsul indicial  

{ } 2 2

2

2
2

2

( ) ( ) ( ) 1 cos 1 sin 1 1( )
1

1
1 sin 1 1( )

1

n

n

t
f n n

t

n

y t y t Y s e t t t

e t arctg t

ζω

ζω

ζω ζ ω ζ
ζ

ζ
ω ζ

ζζ

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= = = − − + − ⋅

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟= − − + ⋅

⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

-1L

 

a ) Regim neamortizat  0ζ =  1,2 np jω= ±  

( )y s
s s s

s
s

n

n n
( ) =

+
= −

+
ω
ω ω

2

2 2 2 2

1  ( )⇒ = −y t t tn( ) cos ( )1 1ω   

b) Regim subamortizat ( )0, 1ζ ∈   Polii sunt complecşi p jn n1 2
21, = − ± −ζ ω ω ζ  

2 2

2
( ) 1 cos 1 sin 1 1( )

1
nt

n ny t e t t tζω ζω ζ ω ζ
ζ

−
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⇒ = − − + − ⋅

⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
 

c ) Regim critic 1ζ =    Polii sunt p p n1 2= = −ω  

( ) ( )
( )( )

2

2 2

21( ) ( ) 1 1 1( )ntn n
n

n n

s
y s y t e t t

ss s s
ωω ω

ω
ω ω

−+
= = − ⇒ = − + ⋅

+ +
 

d ) Regim supra amortizat 1ζ > . Polii devin reali şi distincţi p n n1 2
2 1, = − ± −ζω ω ζ  
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2
2

2

1
( ) 1 1 1( )

1

nt

n
ey t sh t arcth t

ζω ζ
ω ζ

ζζ

−⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟= − − + ⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
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Derivata răspunsului este : 
2

2

( )
sin 1

1
nf tn

n

dy t
e t

dt
ζωω

ω ζ
ζ

−= −
−

  

şi permite calculul extremelor funcţiei yf(t) atinse la momentele de timp: 

2
0,1, 2.....

1
k

n

kt kπ

ω ζ
= =

−
 

valoarea răspunsului este :  

( )( ) 1 1 n k
k t

f ky t e ζω−= − −  

maximele locale se obţin pentru 
 2 1,k m m= + ∈N   

iar minimele locale pentru  
2 ,k m m= ∈N  

Primul maxim este : 
21

max 1 1sty y e
ζπ

ζδ
−

−= + = +  

Performanţele regimului dinamic: 

• suprareglajul 
21max max 11st

st st st

y y y
e

y y y

ζπ

ζδ
σ

−

−−
= = − = =  

• timpul primului maxim sau de atingere a abaterii maxime a mărimii de 

ieşire in regim tranzitoriu tσ ; 

• durata regimului tranzitoriu tt definita prin timpul ce se scurge din 

momentul aplicării excitaţiei (intrarea) pe canalul de referinţa si pînă 

cind ieşirea intra într-o bandă de ± ÷( )%2 5 y s ; 

yst=1 ⇒ ≤

−
−e k

k

st

Πζ

ζ1 2
; e k t

kntk st k
st

n

− ≤ ⇒ ≥
−ζω
ζω
ln

 ⇒ =t t
n

3 4.. .
ζω
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0

0.5

1

1.5

u(t) 
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t[s] 

δ1 δ2 
yst 

tt 
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tt depinde de abscisa polilor complecşi adică tot de depărtarea de axa imaginară 

ca şi in cazul sistemului de ordinul I. 

• indicele de oscilaţie Ψ  reprezintă variaţia relativă a amplitudinilor a 

două depăşiri succesive de acelaşi semn a valorii de regim staţionar, 

ψ
δ δ
δ

δ
δ

=
−

= −1 2

1

2

1
1  

δ δ ψ

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ
1 1

1 2
2 3

3

1 2
2

1 2
1= − = = − = ⇒ = −

−

−

−

−

−

−y t y e y t y e est st( ) , ( )

Π Π Π

 

• perioada oscilaţiilor T pentru regimul oscilant amortizat 
1

n

T
ω

=  

• numarul de oscilaţii N dacă răspunsul traversează de un numar finit de ori 

componenta staţionară; 

 
Pe lângă aceşti indici de calitate principali, se mai pot defini şi alţii cum ar fi: 

 - timpul de stabilire: momentul în care se atinge pentru prima dată 

valoarea staţionară a iesirii; 

 - timpul de creştere: valoarea subtangentei dusă la y(t) la 0,5 yst, 

tangenta fiind limitată de axa t şi de axa ys. 

  
Aprecierea acestor indici de calitate se face pe baza răspunsului indicial 
al sistemului 

 
Performanţele regimului staţionar: 

- eroarea staţionară - valoarea erorii de reglare în regim staţionar (neperturbat, 

stabilizat) 
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