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3. MODURI DE REPREZENTARE A SISTEMELOR
CONTINUE

3.1. Reprezentarea prin ecuatii cu derivate partiale
e ccuatii cu derivate partiale = liniarizare

X=AX+X
o _ f(x,u) cu 0
dt u=Au+u,
dx dAx of af
dt dt OX |echilibru 6U echilibru
X=X, u=u,

3.2. Reprezentarea prin ecuatii diferentiale
e sisteme monovariabile (SISO)

d"y(t) d"'y() dy(t)
pre +a, e +...+a ot —+a,y(t)=b,,

dmi;ujt) +...+Db du®) +b,u(t)
dt dt (1)

a,b,eR, i=0,n-1 j=0m-1 m<n

unde R este multimea numerelor reale si teR este variabila timp

e sisteme multivariabile (MIMO)

x®) =[x X .. xm(t)]T AeR™
— T B %nxm
d()j(t(t) AXO+BUO+EVD) g UO=[u® w® . )] sic;m
J(t)=C-X(t) + DU(t) YO=[y,® %O - %O Dewon

v =[v®) V1) .. O] E e R™

3.3. Reprezentarea cu ajutorul functiei de transfer

Se aplica transformata Laplace in ambii membrii ai ecuatiei
(1) in conditii initiale nule :
s"-y(s)+a,,-s""-y(s)+...+a S - y(s)+a,- y(s)—bml s™.u(s)+...+b, -s-u(s)+b, - u(s)
y(s)(s"+a,,-s"" +..+a,-s+a,)=u(s) (b, -s"" +..+b -s+b,) sm<n
Y(s) b, ,-s"'+..+b-s+h
Ues) s"+a,, -s"'+..+a-s+a,

H(s) =

unde : Y(s)=£{yt)} ; U(s)=c{u(t)} 1ar s=o+ jo



——
x(0) é a — Schema tehnologica

simplificatd a unui rezervor
o - deschis

L1 b — Caracteristica statica a
E ;ﬁ debitului g;

¢ - Caracteristica statica a
4 4 debitului g

qi[m/s] q.[m/s]

In regim stationar:

M, Je =0
%040 [~ — In regim dinamic:
. Y,
h[om] G —%e = dt = Y47 0%= S
g; = f(x.p) g dh
b ‘ = S—+9(h)="f(x.p)
{Qe =g(h) dt
Se liniarizeaza in jurul punctului de functionare My (M’)
o; oq;
q - f(X p) qu 8 (X_XO)+E (p_p0)+
X=Xy P=py
1 aqu 2 aqu aqu 2
3| o) gl n)poR)rag (PR
) b P=po
o % g =g 0%
q| qu Exzxo(x_xo)+a_pp=po(p_po): 0. =0+ oh h=h0(h_h0)

AQ; =0 —Cip;  AQ, = Q. — s Ah:h_ho; AX=X=X,; Ap=p-p,
Se noteaza: oq, O T
x X ep " oh "

{AqI =k AX+k,Ap N Sd(hOOI+Ah)

AQ, =k Ah + Gy +KyAD = gy + kA +k Ap dar gg = q

S M+ k,Ah =Kk AX+ kpAp:L> [EHJAh(S) =&Ax(s)+ﬁAp (s)
dt K, K, K,

Ah(s)  k/k, K

AX(s)  ((S/k)s+1) Ts+1

Ah(S)_ kp/kh _ Kz

Ap(s)  ((S/ky)s+1) Ts+1

pentru Ap=0 = H, (s)=

sl pentru Ax=0 =H(s)=
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3.3.1. Transformata Laplace

Transformata Laplace directa : F(5)= _f f(edt=c{f®} (1)
0

unde f(t) este functia original (f(t)=0 pentru t<0),

F(s) functia imagine (transformata Laplace)

1ar s=o+ jo variabila complexa

Transformata Laplace conform (1) transforma « domeniul timp »
(domeniul original) in « domeniul frecventa » (domeniul imagine)

Transformata Laplace inversa :
C+jw

f(t) :ij | Foetds=c" { () @)

c—jw

Transformata Laplace exprima o corespondenta reversibila si
univoca dintre functia original si functia imagine

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale cu ajutorul transformatei Laplace
se realizeaza in trei pasi :

1. transpunerea ecuatiei diferentiale in domeniul imagine

2. rezolvarea ecuatiei algebrice in domeniul imagine

3. transformata Laplace inversa a solutiei in domeniul original

Exemplu :

fO)+3fM)+2f)=e"
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Proprietati de calcul uzuale ale transformdrii Laplace [11], [14].

Denumirea teoremei

Relatia de calcul, cu notatiile: .
f - functia original si F(s)= £{f(r)} - transformata Laplace

Teorema de liniaritate

LU, (1) + (1)) = aFy(s) + BFy(s), Yo, Be B 5i Vfy, [ € 0

Teorema asemandrii

z{f(m)}=éf(g), YaeR a>0

Teorema deplasirii
argumentului complex

J{f‘({)‘é“’}=F(s-a), VYae 2 a>0

Teorema derivarii
transformatei

2" f (1)) = < ) F(”

Teorema integrarii
originalului

£ f(e)de} ==F(s)

Teorema derivarii
originalului

d*f @)
dr?

N

4{df “’} SF(s)— £(0,)

}_st(s)—sf(0+)—f'(O+)

.d{d"fn(t)} _SHF(S)_Sn-lf(O-'-)_“._Sf(H-Z)(O+)_f(n—l)(o*)

cu f®(0,)= ﬁné f®@), 0<k<n si £ derivata de ordinul k a
.
>0

lui f

Teorema valorii finale

Daci f € O este derivabili si derivata sa este f'e 0 §i, In plus, existd
f(eo) = hm f(t), atunci hm sF(s)= f(e). : :

- Teorema valorii initiale

Dacd f € Oeste denvabllé si derivata sa este f'e € si daca ex:sti ]
fO)= hm f (t) si hm sF (s) , atunci hm sF(s}= f(0.).
t>0 e

Transformata Laplace a
' produsulm de convolutie
a doua semnale ‘

Daca f,,fzeo §1f1*f260 atunci

f *fz)(t) jfl(e)fz(f 9)d3—>F1(S) Fz(S)

Teorema intarzierii

Dacé f,,fzeo e8>0, fi(t)=0, daca t<9 si ﬁ(t) fz(t—G),
daci t 2 6, atunci Fi(s)=e" rﬁ'Fl(s)
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. Transformate Laplace ale unor functii elementare

Functia fe o

Transformata
Laplace F(s)= £{f (1)}

&(¢) " (impulsul Dirac de arie unitar, cu

1(r)- e - cos ot

1
r 5@)dr=1)
0,1<0 ) ) l
1) = {1’ s (functia treapta unitara) E
1(r)-¢ (functia rampa unitara) Lz
&
% 1
1
l(f)—n—!- Sn-!—l
oar
1(1)-e™, ae & g
1(;)£ a 1
n! ; (s_a)n+l
£ @ =
1(2) - sin @t :
2+
1(1)-cos ¢t - S
L s +?
0]
1(r)-e“ -sinax-
(8)-€% -si sy
s—a
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3.3.2. Functia de transfer

H(s):Y(S): b, S +_.1..+b1-s+b0
U(s) s"+a,,-s" +..+a-5+a,

forma ireductibila

H(s)—z(s): b, -s"" +...+b-s+b, k(S—Zp_l)'---'(S—Zl)

CP(s) sP+a,sP4+as+a, (s—p,)c(s—p)

unde : Y(8)=L{y(D)} ; U(s)=£{u(t)} jar S=0 + jo

m<n

Z(s) si P(s) sunt polinoame de ordinul p-1, respectiv p
e Sistemul este fizic realizabil daca gr Z(s) < gr P(s)

Ecuatia caracteristica P(s)=0,

furnizeaza polii functiei de transfer joh Planul s

(zerourile numitorului): X

P)=0=P[H(s)]={p,,... p,} € C «

Zerourile functiei de transfer sunt o

radacinile polinomului de la X :

numarator : O zerouri
X X poli

Z(s)=0 = Z[H(9)]={z,...2,,} €C

Exemplu :

H(s) = S +4s+3 _ (S+D)(s+3) _ (s+1)(s+3)

s'-3s2-2s s(s°—=3s5—2) s(s—2)(s>+25+1)
e Ordinul functiei de transfer este dat de gr P(s)

e Tipul functiei de transfer este dat de numarul polilor in
origine ai functiei de transfer
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3.3.3. Calculul functiilor de transfer sau algebra
schemelor bloc

Tabelul 1. Reguli principale ale algebrei schemelor bloc

Nr Regula Schema initiald Schema echivalentdi

crt

1 | Legareain (s ; () m ;

1(s) uy(s) Y u(s) e
. —> Hi(s) | HE) --- HEO P> | —H _ (5)=]| |H.(5)—
serie (cascadi) - . e (S) 1,:1[ )

2 | Cuplarea in u 0

> (s) »(s)
o —{ H,(5)=) (£)H,(s) —
derivatie n(9) ,Z:;( JH©)
(paralel u(sj’ i
inainte)

3 | Cuplarea in u(s) 0] u(s) H.(s) »e)

- Hy(s) { —> Hech(s)zli —
bucla (paralel + 1+ H,(s)-H,(s)
inapoi ; |

poi) ® H(S)

4 Deplasarea u,(s) i(s) u(s) yi(s)
unui punctde | —] H,(s) —>| H,(5) —> —| Hi(s) > Hy(s)
ramificatie pe

L p ¥5) 25

directia

S <« H) 4 Hy(s) [ V() [e——
actiunii
(spre iesire)

5 Deplasarea u,(s) () uy(s) ()
unui punctde | —] H,(s) —> Hy(s) +—> — Hy(s) P Hys) —>
sumare contrar R R

directiei e e
o Hy(s) [¢— | Hi(s) [e UH(s) [&—
actiunii
(spre intrare)

6 Rigidizarea u(s) »(s) u(s) y()
unei reactii ~ Hy(s) | —>| 1/H,(s) 3 Hi(s) ¥ H.s)

elastice ) | ) T

Hy(s)

7 Sumarea unor u(s) »(s) u(s) ys)

reactii Hi(s) >

multiple .
)
Hy(s) Heen(3)=Ha(s)+H,(s)
Hy(s)
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3.4. Reprezentarea cu ajutorul raspunsului in timp

Raspunsul indicial (raspunsul la intrare treapta)

Functia pondere (raspunsul la impuls)

l(t)— 1 t>0
o t<o0

{ 0 t=0
S(t) =

/e 0<t<¢

Proprietati :

Td(t)dt -1
i

o)=—- 5 9

dt

1) A

3(1)

h(t)

y(t)

a(t)




