Stabilitatea sistemelor liniare. Reprezentare in frecventa. Criterii de stabilitate

LUCRAREA nr.4:
Stabilitatea sistemelor liniare. Criterii de stabilitate. Reprezentare in
frecventa.

1. Scopul lucrarii
iesire, pe baza modurilor de reprezentare in timp si frecventa. Se va studia stabilitatea externa
a sistemelor cu ajutorul criteriului de stabilitate Routh-Hurwitz.

Se va studia stabilitatea sistemelor in circuit inchis pe baza reprezentarii in frecventa
cu ajutorul criteriilor de stabilitate Nyquist si Bode.

2. Breviar teoretic

Se spune ca un sistem fizic realizabil este stabil fata de o situatie de echilibru stationar,
daca sub actiunea unei perturbatii exterioare (impuls Dirac) isi paraseste starea de echilibru
stabil, tinzand sa revind, dupa un timp finit (si perturbatia a disparut), intr-0 stare de echilibru
stationar cu sau fara eroare stationara. Daca acest lucru nu este realizat, in sensul ca marimea
de iegire are o variatie cu amplitudine din ce in ce mai mare in timp (oscilant sau aperodic), se
spune ca sistemul este instabil.

Se introduc doua tipuri de stabilitate:

- stabilitate interna (sau in sens Liapunov);

- stabilitatea externa (sau de tip intrare marginita - iesire marginita BIBO).

Un sistem (A,b,cT) este:

a) stabil (intern) daca AM > 0, astfel incat

\e’*‘HsM,Vtzo

b) asimptotic stabil (intern) daca e — 0, cand t =

Se pot demonstra urmatoarele teoreme.
Un sistem (A,b,cT) este:

— intern stabil, dacid si numai daca valorile proprii ale matricei A are toate
Re 4 <0, iar acele valori proprii care au partea reald nula trebuie sa fie ridicini

simple ale polinomului minimal.
— intern asimptotic stabil, daca si numai daca valorile proprii ale matricei A au

Re/l, <0, aceasta conditie fiind echivalenta cu
o(A)cC” 1)

unde G(A) este spectrul matricei A.

e Stabilitate externa
Un sistem (A,b,cT) este:

a) stabil (extern) daca IM >0 astfel incat |h(t)| <M, vt>0
b) strict stabil (extern) daci h(t) —0 cand { —
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Se pot demonstra urmatoarele teoreme.
Un sistem (A,b,cT) este:

— extern stabil, daca si numai daca polii functiei de transfer au Re P; <0 jar acei
poli care au partea reald nuld trebuie sa fie poli simpli.

— extern strict stabil, daca si numai daca polii functiei de transfer au Re p; <0,
aceasta conditie fiind echivalenta cu:

?[H(s)] =cC (2)
Se observa imediat ca stabilitatea interna implica pe cea externa
o(A)cC =e[H(s)]cC (3)

Reciproca nu este adevarata (cu exceptia cazului cand forma primara a lui H(S) este
introductibila, fapt ce determind transformarea incluziunii in egalitate).

Criteriul Routh-Hurwitz este un criteriu cu ajutorul caruia se poate determina
stabilitatea sistemelor luniare pornind de la coeficientii polinomului caracteristic.
Fie polinomul caracteristic:

Za(8)=Cp8"+CS" .+ C (4)
complet si cu toti coeficientii pozitivi.
Conditia necesara si suficientd ca radacinile lui )(A(S) sd aiba partea reala strict

negativa este ca toti determinantii principali ai matricei Hurwitz sa fie strict pozitivi:

c1 €3 Cs 0
Co Cy C4 0
Di=¢ >0
Dy = 0 & & 0 >0 ' C11 C3
0 ¢ ¢ 0 D2=|CO C2|>O
01..................Cn (5)

Daca un minor pe diagonala Di <0 atunci rezultd ca sistemul este instabil, nemaifiind
necesara calcularea tuturor determinantilor matricei Hurwitz.

Reprezentarea in frecventa se realizeaza cu schimbarea de variabila s=j @ . Astfel,
functia de transfer H(s) a unui sistem se poate scrie:

H(j @)=HG @)le = [HG@)le) M0 U= Re HG @ Mjim HG@)=U(@)V(o)

1)

Analiza Tn frecventd a unui sistem consta in studiul regimului permanent armonic al
marimii de iesire la o intrare armonicd de amplitudine constantd si pulsatie (frecventd)
variabila.

Se introduc urmatoarele trei tipuri de reprezentari sau caracteristici ale functiei de
transfer:

e locul de transfer (hodograful sau locul lui Nyquist);
e caracteristicile semilogaritmice de frecventa (amplitudine - pulsatie si faza - pulsatie);
e caracteristica amplitudine - faza.
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Fig.1. Caracteristici ale functiei de transfer: a - Locul de transfer; b - Caracteristicile
semilogaritmice de frecventa,; c - Caracteristica amplitudine - faza.

Aprecierea stabilitatii se poate face direct prin criteriul Hurwitz sau apeland la analiza
frecventei prin criteriile Nyquist si Bode.

Stabilitatea SRA poate fi analizata prin Criteriul Nyquist pe baza hodografului functiei
de transfer din bucla Ho(s). Se traseaza hodograful pentru Hu(s) si se analizeaza stabilitatea
pentru Ho(s)—Hb—(S)
1+Hy (s) '

Criteriul Nyquist generalizat:

Conditia necesara si suficienta ca un SRA sa fie stabil este ca locul de transfer
(hodograful) lui Ho(s) sa inconjoare punctul critic (-1,j0) In sens trigonometric de atatea ori
cdti poli are Hp(S) In interiorul conturului Nyquist.

Criteriul Nyquist simplificat:
Conditia necesara si suficienta ca un SRA sa fie stabil este ca hodograful lui Hu(s) sd nu
Tnconjoare punctul critic (-1,j0) (se considera Hp(S) stabil).

Criteriul Bode

Acest criteriu analizeaza stabilitatea SRA pe baza caracteristicilor semilogaritmice ale
functiei de transfer din bucla deschisa Ho(s), permitand determinarea rezervei de stabilitate a
sistemului Ho(s).

Rezerva de stabilitate a unui SRA se evalueaza prin doud marimi caracteristice:
* marginea de amplitudine (rezerva de stabilitate in modul) Myg = —|H b (ja’“)|d8

* marginea de faza (rezerva de stabilitate in faza) 7 =180° + p(wy )
unde ot este pulsatia de taiere (|H b (jax )| B = 0) iar o pulsatia la care sistemul Hp(S)

are o faza egala cu -I1.

Criteriul Bode reprezintd transpunerea in scara logaritmica a criteriului Nyquist
simplificat. El se exprima astfel: Conditia necesara si suficienta ca un SRA sa fie stabil este ca
reprezentarea fazd-pulsatie sd intersecteze axa @ \Ntr-un punct situat dupd intersectia cu
aceeagi axd a reprezentarii amplitudine pulsatie (deci > ).
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Fig.4. Criteriul Nyquist simplificat Fig.5. Criteriul Bode

3. Aplicatii

3.1 Se considera un sistem definit printr-o functie de transfer de tipul
H,(s) s+1
S) = ——
b s3 + 52
. Se doreste studierea stabilitatii acestui sistem cu ajutorul criteriului de stabilitate Routh-
Hurwitz.

Astfel, se determind polinomul caracteristic :
Za(8)=1+H(s) =5 +5*+5+1
Se verifica daca toti coeficientii polinomului caracteristic sunt >0:

Daca aceste conditii sunt indeplinite, se alcatuieste matricea Hurwitz, dupa care se
calculeaza minorii pe diagonala.

c, ¢ 0 110
D,=lc, ¢, 0/=1 1 0/=0
0 ¢ ¢c|] 011
1
D,=[* = j:o
C, G| [1

D, =l=1

Rezolvarea acestei probleme utilizdnd comenzile MATLAB se realizeaza in modul
urmator:

>>num=[1 1];

>>den=[1 10 0];

>>H=tf(num,den);

Transfer function:

s+1
"3 + "2
% determinarea polinomului caracteristic
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>>X=1+H
Transfer function:
SN3+sM2+s+1
S"3 + 572
%matricea Hurwitz
>>D1=[110;110;01 1]
Dl1=1 1 O
1 1 0
0o 1 1
%calcularea determinantului
>>det(D1)
ans =
0

Pentru acest exemplu determinantul matricei Hurwitz D; =0 indica un sistem la limita

de stabilitate.

4. Chestiuni de studiat
4.1. Se da un sistem definit prin functia de transfer:

s
s®+5*s® +3*s+1
Sa se determine stabilitatea sistemului cu ajutorul criteriului Routh-Hurwitz.

Hb(S) =

4.2. Determinati stabilitatea urmatoarelor sisteme, caracterizate de functiile de transfer in

circuit deschis, cu ajutorul criteriilor Bode si Nyquist:

Hp (s) = (s +01)(s +08)(s +5)’

k1=100, ki=5

4.3. Determinati stabilitatea urmatoarelor sisteme, caracterizate de functiile de transfer in

1.

1.

circuit deschis, cu ajutorul criteriilor Bode si Nyquist:

Ko
Hy (s) = , k2=1000, k=10
b() sG+3)(s+13)° ?
Observatii:
Matlab
Definirea functiilor de transfer in Matlab se face cu ajutorul variabilelor num si _den.
25 +3
Exp: H(S) = num=[23]; den=[150.4]

52 +55 +04
Pentru reprezentare in frecventa se folosesc functiile nyquist(num,den) si
bode(num,den) sau margin(num,den). Amanunte despre folosirea acestor functii se pot
obtine tastand in linia de comanda Matlab:

>> help nyquist >>help margin

>> help bode

Scilab

Definirea functiilor de transfer in Scilab se face astfel:
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25 +3

Exp: HS)= 5——

P H5) 52 +55 + 04
>>s=poly(0,’s’)
>>h=syslin(’c’, (2*s + 3) / (s"2 + 5*s + 0.4))

2. Pentru reprezentare in frecventd se folosesc functiile nyquist(h) si bode(h) sau
show_margins(h). Amanunte despre folosirea acestor functii se pot obtine tastind in
linia de comanda Scilab:
>> help nyquist
>>help bode
>>help show_margins
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Tabelul nr.1,
(t}r: Dc.;“:ﬂ“:;: :lc:mcuu;: up Locul de transfer Caracteristicy semilogaritmice
1 Element constant: Im i } e los
H.(jo)=k ol
|
E  Re .}:‘.,
2 Element derivativ: ‘ /V‘
H, (jo)= jo [
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—_—— \W
1 0 |O=+ Re
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o
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